
Ïðåîáðàçîâàíèÿ Äàðáó�Áýêëóíäà (ïðîäîëæåíèå)

Ïîñòðîåíèå n-ñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ

Èòàê, â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ÊäÔ
ut = uxxx + 6uux (1)

èìååì ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ

ψn,xx + (un + λ)ψn = 0, ψn+1 = ψn,x − vnψn, (2)

óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè êîòîðûõ îïðåäåëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé Áýêëóí-
äà (x-÷àñòü, çà t ïîêà íå ñëåäèì)

− un = v2n + vn,x + αn, un+1 = u+ 2vn,x, n ∈ Z. (3)

Ïðè ýòîì vn ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ÷àñòíîå çíà÷åíèå ψ-ôóíêöèè ïðè λ = αn:

vn =
ϕn,x

ϕn
, ϕn,xx + (un + αn)ϕn = 0. (4)

Â ìàòðè÷íîì âèäå:

Ψn,x = UnΨn, Ψn+1 = AnΨn ⇒ An,x = Un+1An −AnUn,

ãäå

Un =

(
0 1

−un − λ 0

)
, An =

(
−vn 1

v2n + αn − λ −vn

)
, Ψn =

(
ψn

ψn,x

)
.

Â.Ý. Àäëåð. Êëàññè÷åñêèå èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû, âåñåííèé ñåìåñòð 2020



Ïåðåõîä un 7→ un+1 ñîãëàñíî (3) òðåáóåò ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè. Îäíàêî, ôîð-
ìóëû ñòàíîâÿòñÿ ÿâíûìè, åñëè ìû èìååì äîñòàòî÷íî áîãàòûé çàïàñ ÷àñòíûõ ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà, ïðè êàêîì-òî îäíîì n (ïóñòü ïðè n = 0). Ñõåìà òàêàÿ:

1. Ïóñòü ïðè n = 0 èçâåñòåí íàáîð ðåøåíèé ϕj
0, îòâå÷àþùèõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûì

÷àñòíûì çíà÷åíèÿì ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà :

ϕj
0,xx + (u0 + αj)ϕ

j
0 = 0, j = 0, 1, 2, . . . . (5)

2. Åñëè un è ϕj
n èçâåñòíû, èñïîëüçóåì îäíó èç ϕj

n, ÷òîáû ïîñòðîèòü vn ñîãëàñíî (4).
Äëÿ îïðåäåëåííîñòè, áóäåì èñïîëüçîâàòü ϕn

n:

vn =
ϕn
n,x

ϕn
n

. (6)

3. Îñòàëüíûå ϕj
n ïåðåñ÷èòûâàåì â âîëíîâûå ôóíêöèè ϕj

n+1 ñîãëàñíî (2) è îïðåäåëÿåì
un+1 ñîãëàñíî (3):

ϕj
n+1 = ϕj

n,x − vnϕj
n, un+1 = un + 2vn,x. (7)

4. Èäåì ê øàãó 2 äëÿ n = n+ 1 è ïîâòîðÿåì, ïîêà íå íàäîåñò.

Â ïóíêòå 1 ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, çàòðàâî÷íûé ïîòåíöèàë u0 = 0. Äëÿ íåãî óðàâ-
íåíèå Øð¼äèíãåðà ðåøàåòñÿ ÿâíî:

ψ0,xx + λψ0 = 0 ⇒ ψ0 = aezx + be−zx, z2 = −λ,

òàê ÷òî â êà÷åñòâå ϕj
0 áóäóò âûñòóïàòü ôóíêöèè

ϕj
0 = aje

kjx + bje
−kjx, k2j = −αj , j = 0, 1, 2, . . . (8)



Â àëãîðèòìå èñïîëüçóþòñÿ ëèøü àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè è äèôôåðåíöèðîâàíèå
ïî x. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî ïðè âûáîðå (8) â îòâåòå áóäóò êàêèå-òî ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè
îò ýêñïîíåíò. Ñåé÷àñ ìû ñâåðí¼ì îòâåò â óæå çíàêîìóþ íàì êîìïàêòíóþ âðîíñêèàííóþ
ôîðìóëó äëÿ n-ñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ, íî ïðåäâàðèòåëüíî ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé.

� Íà êàæäîì øàãå ó íàñ ïðîïàäàåò îäíà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ, òàê êàê ϕn
n ïðèíàäëåæèò

ÿäðó îïåðàòîðà ∂x−vn. Åñëè ó íàñ èçíà÷àëüíî çàäàíî N ôóíêöèé ϕj
0, òî ìû ñìîæåì

ñäåëàòü N øàãîâ. Åñëè ôóíêöèé áåñêîíå÷íî ìíîãî (êàê â (8), íàïðèìåð), òî ïðîöåññ
ìîæíî ïðîäîëæàòü ñêîëü óãîäíî äîëãî. Ìîæíî ýòî èçîáðàçèòü òàêîé äèàãðàììîé:

u0
v0→ u1

v1→ u2
v2→ u3 . . .

α0 ϕ0
0 → 0

α1 ϕ1
0 → ϕ1

1 → 0
α2 ϕ2

0 → ϕ2
1 → ϕ2

2 → 0
...

...
. . .

� Íà ñàìîì äåëå, ïðîïàæà ôóíêöèè âîñïîëíèìà, òàê êàê ∂x−vn ìîæíî ïðèìåíèòü êî
âòîðîìó ëèíåéíî-íåçàâèñèìîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà, êîòîðîå íàõîäèò-
ñÿ êâàäðàòóðîé. Â ðåçóëüòàòå, ìîæíî ñòðîèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ êðàòíûìè çíà÷å-
íèÿìè αj (ïðàâäà, ïðè ýòîì êðîìå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü
è èíòåãðèðîâàíèå). Ýòî ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, ñòðîèòü ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ
ÊäÔ. Äëÿ ïðîñòîòû, ìû íå ðàññìàòðèâàåì ýòîò ñëó÷àé; ïóñòü âñå αn ðàçëè÷íû.

� Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ íåîäíîçíà÷íà, òàê êàê çàâèñèò îò íóìåðàöèè αj . Ôàêòè÷å-
ñêè, íà n-ì øàãå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáóþ ôóíêöèþ ϕj

n èç òåõ, ÷òî îñòàëèñü íà
äàííûé ìîìåíò. Òîãäà ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ íà øàãå n+1 çàâèñèò îò âûáîðà j.
Âîçíèêàåò âîïðîñ, ñêîëüêî ðàçíûõ ïîòåíöèàëîâ ìîæíî ïîëó÷èòü çà ñ÷¼ò èçìåíåíèÿ
ïîðÿäêà ïðåîáðàçîâàíèé. ×óòü ïîçæå ìû íà íåãî îòâåòèì.



Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà î âðîíñêèàíàõ. Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèå:

W (f1, . . . , fn) = det(∂k−1(fj))
∣∣∣n
j,k=1

.

Ëåììà 1. Ïóñòü A = ∂x − f1,x/f1, òîãäà

W (f1, . . . , fn) = f1W (A(f2), . . . , A(fn)). (9)

J Îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà � ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñòåïåíè n− 1 ïî ∂x,
äåéñòâóþùèå íà fn. ßäðà ýòèõ îïåðàòîðîâ ñîâïàäàþò (íàòÿíóòû íà f1, . . . , fn−1), îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîðû îòëè÷àþòñÿ íà ñêàëÿðíûé ìíîæèòåëü. Ñðàâíåíèå êîýôôèöèåí-
òîâ ïðè ∂n−1(fn) ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó W (f1, . . . , fn−1) = f1W (A(f1), . . . , A(fn−1)), ÷òî
ïîçâîëÿåò äîêàçàòü óòâåðæäåíèå ïî èíäóêöèè. I

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

∆n = W (ϕ0
0, . . . , ϕ

n−1
0 ), ∆n(ϕ) = W (ϕ0

0, . . . , ϕ
n−1
0 , ϕ), n = 1, 2, . . . ,

ãäå ϕ ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ åäèíîîáðàçèÿ, ïóñòü

∆0 = 1, ∆0(ϕ) = ϕ.

Èç ôîðìóë (6), (7) ïîëó÷àåì, ïîëüçóÿñü ëåììîé 1,

∆n = ϕ0
0W (ϕ1

1, . . . , ϕ
n−1
1 ) = ϕ0

0ϕ
1
1W (ϕ2

2, . . . , ϕ
n−1
2 ) = · · · = ϕ0

0 · · ·ϕn−1
n−1

è, àíàëîãè÷íî,
∆n(ϕj

0) = ϕ0
0 · · ·ϕn−1

n−1ϕ
j
n, j ≥ n.



Â ðåçóëüòàòå, âîëíîâûå ôóíêöèè ïîòåíöèàëà un âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âðîíñêèàíû îò
âîëíîâûõ ôóíêöèé ïîòåíöèàëà u0:

ϕj
n = ∆n(ϕj

0)/∆n, j ≥ n, n = 0, 1, 2, . . .

Â ÷àñòíîñòè, èìååì ϕn
n = ∆n+1/∆n, îòêóäà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ vn:

vn =
∆n+1,x

∆n+1
− ∆n,x

∆n
, n = 0, 1, 2, . . .

(ïðè n = 0 âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíî 0). Òîãäà, ñóììèðóÿ ôîðìóëó un = u0 + 2v0,x + · · ·+
2vn−1,x, äëÿ ïîòåíöèàëîâ ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

un = u0 + 2∂2x log ∆n = u0 + 2∂2x logW (ϕ0
0, . . . , ϕ

n−1
0 ). (10)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè u0 = 0 è, ñîîòâåòñòâåííî, âîëíîâûå ôóíêöèè èìåþò âèä (8), ýòî â
òî÷íîñòè òà æå ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëîâ Áàðãìàííà, ÷òî ìû ðàíåå ïîëó÷èëè ìåòîäîì
îáðûâà ðÿäà äëÿ ψ-ôóíêöèè (ëåêöèÿ 4). ×òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèå äëÿ ÊäÔ, íóæíî
åùå âîññòàíîâèòü çàâèñèìîñòü îò t. Ýòî ëåãêî, íóæíî ëèøü ðåøèòü âñïîìîãàòåëüíóþ
ëèíåéíóþ çàäà÷ó ïî t äëÿ ψ0. Êàê ìû ïîìíèì, îíà èìååò âèä

ψt = −uxψ − 2(2λ− u)ψx
u=0⇒ ψt = −4λψx.

Îòñþäà íàõîäèì çàâèñèìîñòü îò t äëÿ êîýôôèöèåíòîâ â (8), ÷òî äàåò

ϕj
0 = aje

kjx+4k3
j t + bje

−kjx−4k3
j t, k2j = −αj , j = 0, 1, 2, . . .

Ìû íå áóäåì çàíîâî àíàëèçèðîâàòü îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû, ñëåäóþùèå èç òðåáîâà-
íèé âåùåñòâåííîñòè è ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèé.



Êîììóòàòèâíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé Áýêëóíäà

Èç ôîðìóëû (10) ÿñíî, ÷òî êîíå÷íûé ðåçóëüòàò n-êðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà íå
çàâèñèò îò òîãî, â êàêîì ïîðÿäêå èñïîëüçóþòñÿ çàòðàâî÷íûå âîëíîâûå ôóíêöèè ϕj

0. Èõ
ïåðåíóìåðàöèÿ ïðèâîäèò ëèøü ê ïåðåñòàíîâêå ñòîëáöîâ â âðîíñêèàíå, ÷òî íå ìåíÿåò un.
Ïðè ýòîì ïðîìåæóòî÷íûå ïîòåíöèàëû, áóäóò, êîíå÷íî ðàçíûìè.

Ïóñòü Bi îáîçíà÷àåò ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà ñ ïàðàìåòðîì αi. Òîãäà, åñëè ïîòåí-
öèàëû u0, u1 ñâÿçàíû B1, à u1, u2 ñâÿçàíû B2, òî íàéäåòñÿ åùå ïîòåíöèàë ũ1, êîòîðûé
ñâÿçàí ñ u0 è u2 ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñ ïåðåñòàâëåííûìè ïàðàìåòðàìè. Ýòî ñâîéñòâî êîì-
ìóòàòèâíîñòè

B2B1 = B1B2

âûðàæàåòñÿ äèàãðàììîé Áüÿíêè íà ëåâîì ðèñóíêå.

u0 u1

u
~

1 u2

α1

α2

α1

α2

u u1

u2 u12

α1

α2

α1

α2

Óäîáíî íåìíîãî ñìåíèòü îáîçíà÷åíèÿ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. ñïðàâà, ÷òîáû ïîä÷åðê-
íóòü ðàâíîïðàâèå êàæäîãî èç ïóòåé. Òî åñòü, áóäåì òåïåðü îáîçíà÷àòü ïðåîáðàçîâàíèå
Áýêëóíäà ïðèïèñûâàíèåì ñîîòâåòñâóþùåãî èíäåêñà:

u
B1−→ u1

B2−→ u12
B3−→ u123

B4−→ u1234 . . .

òîãäà ñâîéñòâî êîììóòàòèâíîñòè îçíà÷àåò ïðîñòî ñîâïàäåíèå ïåðåìåííûõ, îòëè÷àþùèõ-
ñÿ ïåðåñòàíîâêîé èíäåêñîâ.



Ìîæíî äîêàçàòü ñâîéñòâî êîììóòàòèâíîñòè è íå ïîëüçóÿñü âðîíñêèàííûìè ôîðìóëà-
ìè. Êðîìå òîãî, çàìå÷àòåëüíûì îáñòîÿòåëüñòâîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìåæäó ïåðåìåííûìè
â âåðøèíàõ êâàäðàòà èìååòñÿ íåêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñâÿçü. Â ïðèíöèïå, åå ìîæíî âûâå-
ñòè ïðÿìî äëÿ ïåðåìåííûõ u, u1, u2 è u12, íî â íèõ îíà âûãëÿäèò äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêî
(âñïîìíèì, ÷òî ñàìî ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóíäà â ýòèõ ïåðåìåííûõ çàïèñûâàåòñÿ ñ êîð-
íåì). Íàèáîëåå óäîáíîé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííàÿ q, ñâÿçàííàÿ ñ u ñîîòíîøåíèåì
u = −2qx. Äëÿ íåå ïðåîáðàçîâàíèå Bi îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

Bi : qx + qi,x = (q − qi)2 + αi. (11)

Òåîðåìà (Ôîðìóëà íåëèíåéíîé ñóïåðïîçèöèè). Ïóñòü ïåðåìåííàÿ q ñâÿçàíà ñ qi ïðåîá-
ðàçîâàíèåì Bi è ñ qj ïðåîáðàçîâàíèåì Bj , ïðè÷åì αi 6= αj :

qx + qi,x = (q − qi)2 + αi, qx + qj,x = (q − qj)2 + αj .

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ qij , ñâÿçàííàÿ ñ qi ïðåîáðàçîâàíèåì Bj è c
qj ïðåîáðàçîâàíèåì Bi:

qi,x + qij,x = (qi − qij)2 + αj , qj,x + qij,x = (qj − qij)2 + αi.

Ýòà ïåðåìåííàÿ îäíîçíà÷íî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç q, qi, qj èç óðàâíåíèÿ

(q − qij)(qi − qj) = αi − αj . (12)

J Ñëîæèì óðàâíåíèÿ ñ íóæíûìè çíàêàìè, òàê ÷òîáû óíè÷òîæèòü âñå ïðîèçâîäíûå.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî äà¼ò â òî÷íîñòè ñîîòíîøåíèå (12). Òàêèì îáðàçîì, åñëè
èñêîìàÿ ïåðåìåííàÿ qij ñóùåñòâóåò, òî îíà åäèíñòâåííà è íàõîäèòñÿ èç ýòîãî óðàâíåíèÿ
(äåëåíèå âîçìîæíî, òàê êàê åñëè qi = qj , òî è αi = αj). Äàëåå, ñëåäóåò åùå ïðîâåðèòü,
÷òî îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì qij äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò äâóì ïîñëåäíèì äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Ýòî äåëàåòñÿ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé; îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíè
äåéñòâèòåëüíî âûïîëíÿþòñÿ â ñèëó äâóõ ïåðâûõ óðàâíåíèé. I



Ôîðìóëà ñóïåðïîçèöèè äàåò áîëåå ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñîëèòîííûõ ðå-
øåíèé, ÷åì âðîíñêèàíû, ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëåé áîëüøîãî ïîðÿäêà �
î÷åíü òðóäîåìêàÿ îïåðàöèÿ.

×òîáû ïîëó÷èòü n-ñîëèòîííîå ðåøåíèå, íóæíî çàãîòîâèòü n øòóê 1-ñîëèòîííûõ,
còàðòóÿ ñ òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ q = 0 óðàâíåíèÿ qt = qxxx − 6q2x. Ðåøàåì óðàâíåíèå
äëÿ qj , ïîëàãàÿ αj = −k2j è óòî÷íÿÿ çàâèñèìîñòü îò t ïîäñòàíîâêîé â ñàìî óðàâíåíèå.
Ýòî äà¼ò

qj,x = q2j − k2j ⇒ qj = −kj tanhXj , Xj = kjx+ 4k3jx+ dj , j = 1, . . . , n

(ïðè çàìåíå dj íà dj + iπ ïîëó÷àåì coth âìåñòî tanh; íóæíî ïðàâèëüíî ÷åðåäîâàòü ýòè
ôóíêöèè, ÷òîáû â êîíöå ïîëó÷èëîñü áåñïîëþñíîå ðåøåíèå).

Íà ïåðâîì øàãå ðåøåíèÿ
q1, q2, q2, . . . qn

ïðåâðàùàþòñÿ â 2-ñîëèòîííûå (n− 1 øòóêè)

q12, q23, q34, . . . qn−1,n

ïî ôîðìóëå (12). Çàòåì èç íèõ ïîëó÷àþòñÿ 3-ñîëèòîííûå (n− 2 øòóêè)

q123, q234, . . . qn−2,n−1,n

ïî òîé æå ôîðìóëå è òàê äàëåå, ïîêà íå äîéäåì äî

q1,2,...,n.

Âñåãî ïðèäåòñÿ ïðèìåíèòü ôîðìóëó ñóïåðïîçèöèè n(n−1)/2 ðàç, ÷òî, êîíå÷íî, íå ìàëî,
íî ýòî ãîðàçäî ìåíüøå ÷åì n! ÷ëåíîâ â îïðåäåëèòåëå.



3D-ñîâìåñòíîñòü, èëè ñîâìåñòíîñòü âîêðóã êóáà

Åñëè ðàññìîòðåòü òåïåðü òðè ïðåîáðàçîâàíèÿ Bi, Bj , Bk, òî ïîðîæäàåìûå èìè ïå-
ðåìåííûå àññîöèèðóþòñÿ ñ âåðøèíàìè êóáà. Ïðè ýòîì íà êàæäîé ãðàíè âûïîëíÿåòñÿ
óðàâíåíèå âèäà (12): íà ãðàíÿõ, ñìåæíûõ ñ âåðøèíîé q èìååì

(q − qij)(qi − qj) = αi − αj ,

(q − qik)(qi − qk) = αi − αk,

(q − qjk)(qj − qk) = αj − αk

(13)

è àíàëîãè÷íî íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíÿõ

(qk − qijk)(qik − qjk) = αi − αj ,

(qj − qijk)(qij − qjk) = αi − αk,

(qi − qijk)(qij − qik) = αj − αk.

(14)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè çàäàòü q, qi, qj , qk, òî èç ïåðâûõ òðåõ óðàâíåíèé ìîæíî
íàéòè qij , qik, qjk, à ïîòîì èç òðåõ îñòàëüíûõ qijk. Îäíàêî, íà îäíó ýòó ïåðåìåííóþ ïî-
ëó÷àåòñÿ òðè ðàçíûõ óðàâíåíèÿ è íåî÷åâèäíî, ÷òî îíè äàäóò îäíî è òî æå âûðàæåíèå.
Ýòîãî ìîæíî îæèäàòü, åñëè âñïîìíèòü, ÷òî íà óðîâíå âðîíñêèàííûõ ôîðìóë ýòè òðè ñïî-
ñîáà âû÷èñëåíèé îòâå÷àþò ïðîñòî ðàçíîé íóìåðàöèè âîëíîâûõ ôóíêöèé. Íî ñåé÷àñ ìû
óæå äîâîëüíî äàëåêî îòîøëè îò ïðåîáðàçîâàíèé Áýêëóíäà. Òàê êàê óðàâíåíèÿ (13) ÷èñòî
äèñêðåòíûå, êàæåòñÿ ïðîòèâîåñòåñòâåííûì ïðèâëåêàòü êàêèå-òî òàì âîëíîâûå ôóíêöèè.
Ïðîùå ñäåëàòü íåïîñðåäñòâåííóþ ïðîâåðêó è óáåäèòüñÿ, ÷òî âñå â ïîðÿäêå.



Òåîðåìà (3D-ñîâìåñòíîñòü, èëè ñîâìåñòíîñòü âîêðóã êó-
áà). Åñëè çíà÷åíèÿ qij , qik, qjk íàéäåíû èç óðàâíåíèé (13),
âñå òðè óðàâíåíèÿ (14) äàþò îäíî è òî æå çíà÷åíèå äëÿ
ïåðåìåííîé qijk.

αi

α j

αk

q

qi

qj

qk

qij

qik

qjk

qijk

J Âû÷èñëÿÿ ñíà÷àëà qik, qjk, à çàòåì qijk, ïîëó÷àåì

qijk = − (αj − αi)qiqj + (αk − αj)qjqk + (αi − αk)qkqi
(αj − αi)qk + (αk − αj)qi + (αi − αk)qj

.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòà ôîðìóëà ñèììåòðè÷íà îòíîñè-
òåëüíî ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ, à ñëåäîâàòåëüíî äâà äðó-
ãèå ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ äàþò òîò æå ñàìûé ðåçóëüòàò. I

Ñîîòíîøåíèå (12) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê äèñêðåòíîå óðàâíåíèå íà ðåøåòêå
Z2. Ñâîéñòâî 3D-ñîâìåñòíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî åãî îáùåå ðåøåíèå ïðîäîëæèìî íà ðåøåòêó
Z3 òàê, ÷òî âî âñåõ 2-ìåðíûõ ïîäðåøåòêàõ âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ òàêîãî æå âèäà.
Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ â îðòîãîíàëüíûõ ïëîñêîñòÿõ îïðåäåëÿþò äðóã äëÿ äðóãà
äèñêðåòíûå ñèììåòðèè, à ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà è èñõîäíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ � íåïðåðûâíûå, òî åñòü, â íåêîòîðîì ñìûñëå, âñå ýòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
÷ëåíàìè îäíîé è òîé æå èíòåãðèðóåìîé èåðàðõèè.

Êîíå÷íî, êðîìå óðàâíåíèÿ (12), åñòü è äðóãèå, îáëàäàþùèå òàêèìè æå ñâîéñòâàìè.



Òåîðåìà (3D-ñîâìåñòíîñòü, èëè ñîâìåñòíîñòü âîêðóã êó-
áà). Åñëè çíà÷åíèÿ qij , qik, qjk íàéäåíû èç óðàâíåíèé (13),
âñå òðè óðàâíåíèÿ (14) äàþò îäíî è òî æå çíà÷åíèå äëÿ
ïåðåìåííîé qijk.

αi

α j

αk

q

qi

qj

qk
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qijk

J Âû÷èñëÿÿ ñíà÷àëà qik, qjk, à çàòåì qijk, ïîëó÷àåì

qijk = − (αj − αi)qiqj + (αk − αj)qjqk + (αi − αk)qkqi
(αj − αi)qk + (αk − αj)qi + (αi − αk)qj

.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòà ôîðìóëà ñèììåòðè÷íà îòíîñè-
òåëüíî ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ, à ñëåäîâàòåëüíî äâà äðó-
ãèå ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ äàþò òîò æå ñàìûé ðåçóëüòàò. I

Ñîîòíîøåíèå (12) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê äèñêðåòíîå óðàâíåíèå íà ðåøåòêå
Z2. Ñâîéñòâî 3D-ñîâìåñòíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî åãî îáùåå ðåøåíèå ïðîäîëæèìî íà ðåøåòêó
Z3 òàê, ÷òî âî âñåõ 2-ìåðíûõ ïîäðåøåòêàõ âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ òàêîãî æå âèäà.
Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ â îðòîãîíàëüíûõ ïëîñêîñòÿõ îïðåäåëÿþò äðóã äëÿ äðóãà
äèñêðåòíûå ñèììåòðèè, à ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà è èñõîäíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ � íåïðåðûâíûå, òî åñòü, â íåêîòîðîì ñìûñëå, âñå ýòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
÷ëåíàìè îäíîé è òîé æå èíòåãðèðóåìîé èåðàðõèè.

Êîíå÷íî, êðîìå óðàâíåíèÿ (12), åñòü è äðóãèå, îáëàäàþùèå òàêèìè æå ñâîéñòâàìè.



Òåîðåìà (3D-ñîâìåñòíîñòü, èëè ñîâìåñòíîñòü âîêðóã êó-
áà). Åñëè çíà÷åíèÿ qij , qik, qjk íàéäåíû èç óðàâíåíèé (13),
âñå òðè óðàâíåíèÿ (14) äàþò îäíî è òî æå çíà÷åíèå äëÿ
ïåðåìåííîé qijk.

αi

α j
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q

qi
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qijk

J Âû÷èñëÿÿ ñíà÷àëà qik, qjk, à çàòåì qijk, ïîëó÷àåì

qijk = − (αj − αi)qiqj + (αk − αj)qjqk + (αi − αk)qkqi
(αj − αi)qk + (αk − αj)qi + (αi − αk)qj

.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòà ôîðìóëà ñèììåòðè÷íà îòíîñè-
òåëüíî ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ, à ñëåäîâàòåëüíî äâà äðó-
ãèå ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ äàþò òîò æå ñàìûé ðåçóëüòàò. I

Ñîîòíîøåíèå (12) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê äèñêðåòíîå óðàâíåíèå íà ðåøåòêå
Z2. Ñâîéñòâî 3D-ñîâìåñòíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî åãî îáùåå ðåøåíèå ïðîäîëæèìî íà ðåøåòêó
Z3 òàê, ÷òî âî âñåõ 2-ìåðíûõ ïîäðåøåòêàõ âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ òàêîãî æå âèäà.
Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèÿ â îðòîãîíàëüíûõ ïëîñêîñòÿõ îïðåäåëÿþò äðóã äëÿ äðóãà
äèñêðåòíûå ñèììåòðèè, à ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà è èñõîäíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ � íåïðåðûâíûå, òî åñòü, â íåêîòîðîì ñìûñëå, âñå ýòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
÷ëåíàìè îäíîé è òîé æå èíòåãðèðóåìîé èåðàðõèè.

Êîíå÷íî, êðîìå óðàâíåíèÿ (12), åñòü è äðóãèå, îáëàäàþùèå òàêèìè æå ñâîéñòâàìè.


